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摘要(小五，黑体)：提出具有负刚度特性的欧拉屈曲梁结构并分析其静态特性，将负刚度机构和线性隔振器并联使用，设计准零刚度隔振器。如果隔振器的载荷选用得当，系统将在零刚度点平衡，若载荷发生改变，系统平衡点将偏离零刚度点。考虑载荷的影响，对零刚度隔振器进行动态建模，并采用谐波平衡法求解准零刚度隔振器的响应。定义准零刚度隔振器平衡点不在刚度零点时系统的力传递率，分析激励幅值和载荷对隔振器性能的影响并和线性隔振器的性能进行比较。结果表明，所设计的零刚度隔振器具有低频隔振效果，其响应和隔振性能受到激励幅值和载荷的影响，可以使系统的特性从单纯的渐硬刚度向渐软刚度以及渐软-渐硬刚度混合的特性改变，并显著改变系统的传递性能。(小五，宋体)
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Influence of Excitation Amplitude and Load on the Characteristics of a Quasi-zero Stiffness Isolator(小三，加粗)
*****1, 2  ******1, 2  ******1, 2  ******1, 2(小四，姓大写)
(1. Institute of *****, **** University, Shanghai 200240; (五号)
2. ******* University, Shanghai 200240)
Abstract(小五，加粗)：An Euler buckled beam formed negative stiffness mechanism is proposed and the static characteristic of which is analyzed. A quasi-zero stiffness isolator is designed by parallel connected the negative stiffness mechanism and a linear isolator. The Euler buckled beam structure functions as a stiffness corrector to lower the stiffness of the linear isolator. If the load is chosen properly, the equilibrium point will be set at the zero stiffness point, any changes of the load will lead the equilibrium point deviating from the zero stiffness point. The dynamic model is built considering the load effect and the Harmonic balance method is employed to solve for the dynamic response of the system. Force transmissibility of the zero stiffness isolator is defined and compared with that of an equivalent linear one. The effect of excitation amplitude and load on the performance is analyzed. The results show that the force excitation amplitude and load can change the characteristic of the nonlinear isolator from a hardening stiffness system to a softening stiffness system and even a mixed softening-hardening stiffness system. The excitation amplitude and load also have great affection on the transmissibility performance. (小五)
Key words(小五，加粗)：Negative stiffness；Vibration isolation；Nonlinear systems；Harmonic balance method；load
0  前言(一级标题：四号，宋体)*

(正文：五号，宋体)随着精密工程、纳米工程等的发展，对隔离外界环境的振动提出了越来越高的要求，例如在引力波探测以及高精密光学成像等领域，对低频隔振的需求更加迫切。然而，普通的隔振器很难在低频范围有效隔振，研发在低频区域隔振性能好、承载能力强的隔振器一直是各国学者的研究热点。线性理论表明，在一定载荷下，降低隔振器的刚度可以显著降低隔振器起始隔振频率，从而获取低频隔振性能。但是降低隔振器的刚度又使得隔振器的静态变形增加而丧失承载能力，同时会带来稳定性以及占用空间过大等问题。近年来，国内外诸多学者通过在线性隔振器的基础上引入负刚度机构来获取低频隔振性能，同时保持隔振器的静态承载能力，取得了很好的效果。Platus等[1-2]利用两端受压杆的结构提供负刚度设计了超低频隔振器，其固有频率可以达到1 Hz以下，但其对负刚度的原理及系统的非线性特性涉及较少。Carrella等[3-4]采用了斜置弹簧提供负刚度，并将准零刚度隔振器模型简化为杜芬方程进行了系统响应的求解。其中，前者还对零刚度区间进行了优化[5]，以在系统平衡位置附近获取尽量大的小刚度区间，但提供负刚度的两根斜置弹簧在变形时可能存在横向失稳。LE等[6-8]也对这种负刚度结构进行了研究，LE考虑了随机载荷和多个简谐载荷的激励，Yang等[7]则使用功率流方法研究了隔振器的特性。此外，电磁结构[9-10]也可以用来提供负刚度。在研究零刚度隔振器时，大多数的学者均假设隔振器在加载后恰好于零刚度点平衡。本文采用欧拉梁的横向变形来提供回复力从而获取负刚度，设计了简单实用、可靠性高的准零刚度隔振器。同时，本文还首次考虑了由于载荷过大而引起的系统平衡点偏离隔振器刚度零点的情况，并将激励幅值考虑在内，进一步揭示了准零刚度隔振器的特性和性能。
1  准零刚度隔振器模型
1.1  试验方法(二级标题：五号，黑体)
受轴向力作用的两端铰支欧拉梁见图1，设初始状态下其中心点的初始横向变形(初始缺陷)为
[image: image1.wmf]00
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，则其轴向载荷和轴向位移近似可表示为[11]
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式(1)适用于小变形(
[image: image4.wmf]/20%
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)。式中，
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为两端铰支，受轴向力的欧拉梁临界屈服载荷，
[image: image7.wmf]L

为梁的长度，
[image: image8.wmf]y

为梁的轴向变形。
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图1  两端铰支的欧拉梁轴向受力模型(小五，宋体)
将这样的欧拉梁以一定角度斜向布置成如图2所示的结构。在初始状态时，在连接块上施加垂向力，这个力和欧拉梁连接块上垂向位移的关系为
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(2)
式中，
[image: image12.wmf]%
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是量纲一回复力，
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为量纲一位移，
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为欧拉梁量纲一的初始缺陷，
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，
[image: image19.wmf]cos
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。式(2)的表达式非常复杂，使用三阶泰勒展开在
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处对其进行简化，并注意到系统的回复力关于零点对称，可得
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(3)
式中，k1为负刚度机构的线性刚度系数，
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；k3为立方刚度项系数，
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；a, b为定义的参数，
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图2  四光束干涉结构及其光强分布特征(图中数值带数据清晰，数值带上方要有量名称及单位)
表1  因素水平表(小五，黑体)
	因素(六号宋体)
	水平

	
	1
	2
	3
	4

	源极电压/V
	1 050
	1 000
	950
	900

	工件电压/V
	275
	250
	350
	300

	    气压/Pa
	35
	30
	45
	40

	极间距/mm
	15
	20
	25
	22.5


从式(3)可以看出欧拉梁结构的负刚度特性。将这个结构在图2中初始状态和刚度为
[image: image29.wmf]k

、黏性阻尼系数为
[image: image30.wmf]c

的线性隔振器连接，连接后加载质量为
[image: image31.wmf]m

的设备，使得系统在图3所示位置平衡。此时非线性零刚度隔振器的回复力
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(4)
式中，
[image: image33.wmf]%
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为非线性隔振器的量纲一回复力，
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为定义的欧拉梁和线性隔振器刚度比，
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。此时，隔振器在图3所示的平衡点处具有零刚度特性。此时系统的回复力变为
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(5)
式中，
[image: image43.wmf]a

为零刚度隔振器的三次方刚度系数，
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图3  隔振器示意图(坐标轴项目齐全)
1.2  试验方案(二级标题：五号，黑体)
将式(5)对量纲一位移求导可以得出系统的量纲一刚度
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                 (6)
(公式均用公式编辑器处理，公式居中，序号右齐)
从式(6)可看出，隔振器的刚度关于平衡点为抛物线，而且在平衡点
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处，系统的刚度为零，这就是准零刚度隔振器的定义来源。选定欧拉梁初始的角度
[image: image49.wmf]25
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，对于不同的欧拉梁初始缺陷，零刚度隔振器的刚度曲线见图4(
[image: image50.wmf]0

q

表示量纲一初始缺陷)。可以看出，欧拉梁的初始缺陷越小，此时的
[image: image51.wmf]a

也越小，系统在平衡点附近的小刚度区间越大。
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图4  欧拉梁初始缺陷对零刚度隔振器量纲一刚度影响
(尽量不要用彩色曲线，因黑白印刷，故请用不同线型区分各线条)
2  动态方程及求解
第1节中，将欧拉梁负刚度机构和线性隔振器并联，设计了具有准零刚度特性的非线性隔振器。理想状态下，准零刚度隔振器在加载后将于
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处平衡，如图3所示。实际上，由于系统在
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点的动刚度很低，因此整个系统对所加载荷的变化非常敏感，假设图3中的负载
[image: image55.wmf]m

在平衡后，又有一个
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的质量加上去，此时系统将在
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处重新平衡，可以预见，超载对系统的性能将产生很大的影响。因此，考虑图5所示更具普遍性的情况，假设加载质量为
[image: image58.wmf]m

的设备后，平衡点偏离零刚度点，位于
[image: image59.wmf]0
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处。此时，系统静态平衡方程为
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并结合式(7)可将式(8)化为
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式中，
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。式(9)表示的是非对称回复力的振子或隔振器模型[12-14]。利用文献[15]中的变换，设
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(10)
式中，
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。使用谐波平衡法[16]对式(10)进行求解，设解为
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图5  载荷过载时隔振器状态示意图(比例尺清晰)
将式(11)代入到式(10)中并令常数项和相同的谐波项系数相等可以得到
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(12)
由式(12)可以得到隐含系统响应中常数项
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的表达式
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由式(12)可以求出响应中常数项
[image: image80.wmf]0

A

的极值及对应的频率[13]
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(15)
式(14)可以用来求取过载系统响应中常数项的极值点，式(15)用来确定此极值点对应的频率。而谐波项系数可以由式(12)求出。从式(7)～(15)讨论了在载荷过载时的响应，若系统没有过载，可令式(7)中
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，这样系统的动态方程为
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同样采用谐波平衡法求解式(16)，其解设为
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可用同样的过程求出系统的响应以及系统响应中的极值和对应的频率。
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式(18)用于求取载荷刚好在
[image: image90.wmf]0
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点平衡时系统响应，式(19)为响应的极值点，式(20)则为对应的共振频率。这样，系统在
[image: image91.wmf]0
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处平衡，或因超载而在
[image: image92.wmf]0

=

%%

uu

处平衡的系统响应、系统极值和对应的共振频率便可以得到。对于非线性系统，系统的解中存在不稳定解，可以通过文献[17]中的方法求得。

3  系统参数对响应的影响
由上文可知，系统响应与零刚度隔振器的三次方刚度系数
[image: image93.wmf]a

、平衡点的位置
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以及系统激励的幅值
[image: image95.wmf]0

f

相关，下文将就这三个参数对系统响应的影响进行分析。求取系统的响应后，画出系统响应随频率变化的曲线。图6和图7为系统在不同三次方刚度
[image: image96.wmf]a

以及不同平衡位置
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时系统响应中的常数项
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和谐波项
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。响应中的不稳定解为虚线，稳定解为实线，圆圈表示响应的极值，下文同。注意到当系统刚好平衡在刚度零点时，系统响应中的常数项
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。图6、7中的响应是在固定激励幅值下求得的。观察图6和图7可以发现，在相同的激励下，随着
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的减小，系统响应中常数项系数
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逐渐减小，在
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减小至零时
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也随之消失，然而谐波项系数
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的最大值却逐渐增大，系统的共振(极值)频率随之减小。图6、7中，对于每一个
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，均改变三次方刚度系数来观察其对响应的影响(图6、7中箭头方向为减小
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方向)，可以看出，减小
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可以使得系统响应的共振点向更低频率方向移动，但同时响应峰值增加。
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图6  基于CCH-SSVEP智能轮椅导航方案(图中六号字)
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图7  不同平衡点及立方刚度下零刚度隔振器响应谐波项
图8和图9为激励幅值对系统响应的影响图。与平衡点在零刚度点不同，若系统由于超载而使得平衡点偏离零刚度点，那么，当激振幅值不太大时，隔振器的特性由原来的渐硬刚度变成了一个渐软刚度。随着激励幅值的增大，对于后者，将进入既有渐软刚度特性又有渐硬刚度特性的情况，且根据实际系统的不同，系统在单一激振频率下可能存在5个解[17]的情况。
4  系统的力传递率

力传递率是通用的用来衡量隔振器性能的参数[18]，非线性系统的力传递率和线性系统的力传递率有着相同的意义，即传递到基础上的动态力幅值和激励力幅值的比值：
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，其中
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为隔振器的弹性力
[image: image113.wmf]te

F

和阻尼力
[image: image114.wmf]td

F

之和，因为二者相位差为
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。对于平衡点刚好在零刚
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图8  不同激励幅值下零刚度隔振器响应常数项
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图9  不同激励幅值下零刚度隔振器响应谐波项
度点的隔振器，其力传递率
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(21)
对于平衡点不在零刚度点的系统，注意到式(9)的   解为
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式中，
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。隔振器平衡点不在零刚度位置时，其弹性力表达式为
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将式(22)代入到式(23)中可得
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式中
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在这里仅考虑动态力部分，这样就可以得到此时系统的力传递率
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(25)
图3所示系统对应的线性系统(即去除欧拉梁负刚度结构)的力传递率也在图中画出，为图10和图11中最右边曲线，传递率的峰值在图10、11中用圆圈表示，不稳定的传递率用虚线表示，取定负刚度结构的欧拉梁初始倾角为25°，初始量纲一缺陷为0.02。
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图10  挤压油膜阻尼器结构图(顺序标注，文字清晰)
1. 输油管  2. 座孔  3. 密封件  4. 套圈  5. 滚动轴承
6. 轴  7. 间隙油膜  8. 定心弹簧
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图11  线性隔振器及不同激励幅值下零刚度
隔振器力传递率
图10为固定激励幅值下，平衡点位置逐渐变为零刚度点时的力传递率曲线。系统的平衡点越接近刚度零点，系统对应的最大传递率频率越低，且传递率峰值也越低，但是当
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时，由于系统的特性发生了变化，此时系统的最大传递率频率虽然较小，但是传递率峰值却比平衡点不在刚度零点的系统要大。通过图11也可以发现这个现象，图11为系统的传递率受激励幅值变化的影响图。若激励幅值过大，平衡点在零刚度点的系统传递率的最大值和频率均有可能超过平衡点不在刚度零点的系统。尽管如此，当传递率越过最大值时，平衡点在零刚度点的系统依然具有更好的衰减效果。值得一提的是，在频率较低时，平衡点在零刚度点系统的传递率比其他的大。此外，尽管系统过载可能使得系统的隔振效果变差，但总体上仍然要优于线性系统，具有更低的最大传递率以及更宽的隔振频带。与线性系统的传递率不受激励的影响不同，非线性隔振器的传递率和系统所受的激励幅值有很大关系，若平衡点在刚度零点，系统对于更小的激励幅值有更好的隔振效果。然而，当所设计零刚度隔振器过载使用时，从传递率的角度出发，尽管此时激励幅值对传递率的影响较小，但更大的激励幅值时的隔振效果反而更好，二者的趋势恰恰是相反的。
5  结论

(1) 本文使用欧拉屈曲梁结构获取负刚度，设计了零刚度隔振器。结果表明，零刚度隔振器具有比线性隔振器更低的隔振频率，且最大传递率也有所下降。但随着载荷的增大，隔振器的起始隔振频率增大，隔振效果降低，在实际使用时，想要获得更宽的隔振频带，不应使得隔振器超载太多。

(2) 载荷的增大使得零刚度隔振器平衡点偏离刚度零点。相对于平衡点在零刚度点的情况，系统在相同激励幅值下的最大响应值减小，但共振频率增加。而且系统从硬特性变为软特性，且随着激励的增大，系统可以表现出软、硬特性混合的特点。
(3) 若隔振器无超载，则激励越大，隔振效果越差。但若隔振器有超载，系统在受到更大幅值的激励时，隔振效果不会变差，反而会稍微变好，并对极低频率的扰动更不敏感。本文的研究结果对设计和使用零刚度隔振器均具有极强的指导意义和参考价值。
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